付 録 B
散乱マトリクスの計算
B.1はじめに
ここでは最小二乗の意味でのポイント・マッチング法とTマトリクス法による変形雨滴の散乱計算プログラムの概要と、それらを用いた雨滴の散乱振幅の計算例について述べる。

計算結果は水平・垂直偏波の入射波に対する散乱体の散乱マトリクスSの要素、即ち、水平偏波の入射波に対する水平・垂直偏波の散乱振幅Shh、Svhと、垂直偏波の入射波に対する水平・垂直偏波の散乱振幅Shv、Svvである（本文1.4節、(1.45)、

(1.46)式を参照）。
B.2　ポイント・マッチング法による計算
　ここに掲載したフォートラン・プログラム“f5NPc.for”は、1970年代初めにその主要部分が作成され、その後いくらかの変更が行われているものである（Oguchi 1973a,b; Oguchi 1974; Oguchi 1977）。球ベッセル関数に関する関数・サブルーチンは自作のものから始まり、今回のバージョンでは名古屋大学名誉教授、故二宮市三氏が主として開発にかかわった数学ライブラリ、NUMPAC中のものを使用させて頂いた（二宮・秦野　1985）。モードの展開係数を求める連立方程式の解法についても種々試みたが、今回のプログラムでは単純なクラウト法を用いている。
ここで注意しておきたいのは、この方法は雨滴の様に変形率もそれほど大きくなく、屈折率の損失部が大きい散乱体では、モード数を変えたときの計算の安定性は良く、散乱マトリクスは十分な精度で得られるが、霰や雹などの様に損失部が非常に小さく、かつ変形率も大きい散乱体では安定性が悪くなり、解の収束が得られなくなることである。この点は改善出来るはずであるが、まだ手を付けていない。一方、B.3節で述べるTマトリクス法によるプログラムでは変形雨滴の散乱振幅の正確さでは少々疑問があるが、霰や雹などの様に低損失な散乱体の場合には十分良い結果が得られる。

B.2.1入力データの概要と計算結果の一例
雨滴の形状は図B.1に示すようにy軸に関して対称であるとする。
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図B.1：変形雨滴と座標系。　（Oguchi 1977）
形状は極座標
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で表す。ここでa0は変形雨滴を同体積の球で置き換えたときの半径、cnは変形を表す係数である。雨滴半径a0は、0.25mmから0.25mmステップで増加、3.25mmに到る13個をとっている。プログラム中、これら13個の雨滴に対応する変形係数データは“f_DSD.dat”ファイルである。この付録では、別に“fPPmod.dat” （Pruppacher and Pitter 1971; Oguchi 1977）、“fBC.dat”（Beard and Chuang 1987）、“fCB.dat”（Chuang and Beard 1990）、“fTBmod.dat”（Thurai et al. 2007）の四つの変形モデルを用意しているので、必要なものを“f_DSD.dat”ファイルにコピーすれば良い。これらの論文で扱われている雨滴サイズが微妙に異なるため、ここで用意したデータ、“fBC.dat”及び“fCB.dat”は原論文と多少異なっている点に注意されたい。また、Thurai et al. (2007) による雨滴形状は、最近の測定を基に、
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の形で表わされているので、これから係数cnに変換している（ただし、a0 = 0.25mm、0.50mmのごく小さい雨滴の係数はPruppacher and Pitter （1971）による理論値を用いている）。
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図B.2：雨滴に対する電波の入射角・散乱角。

図B.2に示すように電波は雨滴の対称軸（z軸）に対しαの角度で入射するとする。（入射波の進行方向ベクトルと逆向きに取ったベクトルがz軸と成す角であることに注意されたい。）　また、入射波はxz平面に沿う形で入射すると仮定しているが、雨滴の変形はz軸に関し対称なので、一般性は失われないであろう。散乱波の方向は、デカルト座標（x、ｙ、ｚ）を基準にした球座標に於けるθ、φで与えられる。
　取りうるm、nモードの上限は、このプログラムでは50である。nモードの上限は偶数に取る。また、計算は各mモードごとに独立に行われ、その上限はnモードの上限より小さくて良い。ある大きさの雨滴の散乱マトリクスを求める際、m、nをどこまで取ったら良いか自動的に判定することは行っていないので、nモードの上限を28、30、32の様に幾つか変えて計算し、得られた散乱マトリクスの値が必要とする桁数のところで変化しなければ良いとする。nモードの上限は雨滴サイズが大きくなり、また周波数が高くなるほど大きく取らねばならない。表B.1に周波数34.8 GHz、等価半径3.0mmのPruppacher-Pitter 型雨滴について、nモードの上限を変えたときの散乱マトリクス要素の変化を示す。水の屈折率は5.21235516 -i2.799629558、電波の入射角αは150°、散乱角θ、φはそれぞれ90°、280°である。mモードの上限は30から10まで減らしても結果は全く変わらなかった。この結果から、数学的な厳密さには欠けるが、nモードの上限を

表B.1：　モード数の上限を変えたときの散乱マトリクス要素の収束状況。周波数34.8 GHz；等価半径3.0mm （Pruppacher-Pitter 型雨滴）；入射角αは150°、散乱角θ、φはそれぞれ90°、280°。
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34くらいに取れば解は収束し、5、6桁の正確さは得られていると云えるであろう。周波数が低いときは、モード数の上限ははるかに小さく取って良い。
答えが正しいかの判定基準として、散乱の相反性（reciprocity relation）を用いることも出来る。ポイント・マッチング法とTマトリクス法双方を用いて計算した散乱振幅の値の比較、相反性の検証結果については、纏めてB.4節に示した。

　散乱マトリクスの計算を行うために必要な入力データの入れ方（データ・ファイル“i_f5NPc.dat”）と出力結果のサンプル（“o_f5NPc.dat”）は、プログラム本体の冒頭部分にあるのでこちらを参照されたい。その他、ここで述べなかった入力データの意味についてもそこに記入してある。

B.３　Ｔマトリクス法による計算
　Mishchenko et al. は、Tマトリクス法による変形粒子の散乱計算プログラムをNASAのウェブ・ページ上で公開している1)。幾つかのコードが掲載されているが、これらは全てフォートラン77で書かれている。変形雨滴の散乱計算に対応する初期のコードは、ampld.new.fとampld.par.fの組み合わせである。連立方程式の解法としてガウス消去法によるものと、より高精度のものの双方が使用出来るようになっているが、後者はパブリック・ドメインのものではない。氷の様に低損失の散乱体ではなく、水滴の様に損失の多い場合には前者の解法で十分と思われる。最近、パブリック・ドメインのコードで置き換えたプログラムampld.lp.f、lpd.f、ampld.par.fも同一ページ上で公開されている。これらの使用方法は、各プログラムの冒頭部分に記載されている。

　この方法の利点は、ある散乱体についてTマトリクスを一回求めておけば、入射波と散乱波の方向が変わっても僅かな計算を加えるだけで散乱マトリクスが得られることで、多重散乱のように入射・散乱方向が多く変わる場合を扱うには便利である。

1)　Mishchenko, M. I., L. D. Travis and D. W. Mackowski: T-matrix codes for computing electromagnetic scattering by nonspherical and aggregated particles, NASA Goddard Institute for Space Studies, New York, 

http://www.giss.nasa.gov/staff/mmishchenko/t_matrix.html.
　これらのプログラムについて注意すべきことは、時間因子としてexp(−iωt)、（ただしω=2πf）、電界の基準ベクトルをV、Hの順に取っていることである。これに対し、ポイント・マッチング法プログラム及び本章全てで時間因子exp(+iωt)、偏波の基準を前方散乱表示（FSA）でH、Vの順に取っているので、両者の散乱マトリクス要素の間には表B.2の様な違いがある。Tマトリクス法でマトリクス要素の添字1、2はV、Hに対応し、また、上付きアステリスク（*）は複素共役を取ることを表す。

表B.2：　ポイント・マッチング法とTマトリクス法での散乱マトリクス要素間の関係。
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　また、雨滴の変形係数は“SUBROUTINE DROP”中で扱っている。ここに“f_DSD.dat”の様な変形データを読む様にすればよい。ただし、変形に関する論文では、図B.1の様にθを縦軸の下側からは計っている場合があるので、散乱計算に適合するようにπ−θで置き換える必要がある。

B.４　散乱振幅の計算例と相反性
　本節ではポイント・マッチング法、Tマトリクス法双方による散乱振幅の計算例と、相反性が数値的にどの程度成り立っているかについて述べる。
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図B.3：ある経路を正逆方向に進む波の散乱マトリクス
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入射波-散乱体-散乱波が作る図B.3の様な経路を考える。この経路を正・逆方向に進む波の散乱マトリクスには、相反性（reciprocity relation）と云われる関係がある。相反性は、経路の正方向（実線）に対する散乱マトリクス
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の様な関係があることを表す。FSA表示ではQ = diag(-1,1)である。散乱マトリクス要素で書くと、


[image: image14.wmf]bf

hhhh

bf

hvvh

bf

vhhv

bf

vvvv

SS

SS

SS

SS

=

=-

=-

=

　　  　　　(B.3)
である。（表B.2　左欄の表示である。）経路の正・逆方向に対する計算は違ったパラメータを用いて独立に行われているので、結果が一致するかどうかは計算の信頼性の目安になるであろう。表B.3

表B.3：　楕円体状雨滴の散乱振幅と相反性。
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には周波数34.8 GHz、等価半径3.0mm、長径に対する短径の割合が0.7の扁平回転楕円体状の雨滴について、ポイント・マッチング法とTマトリクス法双方を用いて計算した散乱振幅の値と相反性の検証結果を示す。水の屈折率は5.21235516 -i2.799629558である。入射角はθ0、φ0、散乱角はθ、φで表す。
逆方向散乱で、ポイント・マッチング法のφ座標がTマトリクス法のものと240°ずれているのは、常にφ0 =180°と置くプログラム上の制約の為である。（軸対称散乱体では問題は起こらない。）ポイント・マッチング法でのm、 nモードの上限はそれぞれ10、38、Tマトリクス法で解の正しさを保証する係数DDELTは1.D-05である。

表B.4には表B.3と同じ周波数34.8 GHz、等価半径3.0mmのPruppacher-Pitter 型雨滴について、同様の計算結果を示した。ポイント・マッチング法に於けるm、nモードの上限はそれぞれ20、30、Tマトリクス法でのDDELTは1.D-02である。
表B.4：　 Pruppacher-Pitter 型変形雨滴の散乱振幅と相反性。
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表B.3の結果から扁平回転楕円体状の雨滴については、ポイント・マッチング法、Tマトリクス法いずれも、数値・相反性共に非常に良い結果が得られることが分かる。一方、僅かながら上下が非対称になった雨滴では、表B.4に示すように二つの方法で解の収束点が微妙に異なっているように見え、またTマトリクス法による結果が思わしくない様にも見える。

しかし、現状でポイント・マッチング法の方が正確であると結論づけるのは性急かも知れない。Tマトリクス法で結果の正確さを保証するパラメータDDELTは、回転楕円体では1.D-05を指定出来ることに対し、上下が非対称の場合には1.D-02より小さい値を指定すると、連立方程式の解（マトリクス計算）の過程で不適切とのコメントが返ってくる。この事は解の有効桁数が少ないことを表している。ポイント・マッチング法では同様のマトリクス計算でコメントを出さない様にしている。Tマトリクス法で、散乱体形状の僅かな非対称性が解の有効桁数に大きく影響することは予想外であるが、他方、ポイント・マッチング法に於いては真の解と違った点に収束しているといった可能性も排除出来ないのかも知れない。
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 mmax = 10   nmax = 30



 Shh =-0.836884D-03 +i 0.718451D-04



 Shv = 0.727875D-03 +i 0.223003D-03



 Svh = 0.853387D-03 –i 0.286901D-03



 Svv = 0.615068D-03 +i 0.558376D-04







 mmax = 10   nmax = 32



 Shh =-0.836884D-03 +i 0.718453D-04



 Shv = 0.727875D-03 +i 0.223003D-03



 Svh = 0.853385D-03 –i 0.286910D-03



 Svv = 0.615066D-03 +i 0.558366D-04







 mmax = 10   nmax = 34



 Shh =-0.836884D-03 +i 0.718454D-04



 Shv = 0.727874D-03 +i 0.223003D-03



 Svh = 0.853385D-03 –i 0.286916D-03



 Svv = 0.615065D-03 +i 0.558358D-04
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   (a) Point matching


Original path


θ0= 90°, φ0= 180° : θ= 60°,  φ= 120°

       Shh = -0.164125D-02 –i 0.292720D-03


       Shv = 0.138850D-02 –i 0.133554D-03


       Svh = 0.104726D-02 –i 0.932119D-03


       Svv = 0.107004D-02 –i 0.847401D-03

Reversed path


θ0= 120°, φ0= 180° : θ= 90°,  φ= 240°

       Shh = -0.164125D-02 –i 0.292721D-03


       Shv = -0.104726D-02 +i 0.932127D-03


       Svh = -0.138850D-02 +i 0.133547D-03


       Svv = 0.107003D-02 –i 0.847397D-03


(b) T-matrix


Original path


θ0= 90°, φ0= 180° : θ= 60°,  φ= 120° 


       Shh = -0.161120D-02 –i 0.328597D-03


       Shv = 0.135968D-02 –i 0.132575D-03


       Svh = 0.102141D-02–i 0.948776D-03


       Svv = 0.104493D-02 –i 0.876128D-03

Reversed path


θ0= 120°, φ0= 300° : θ= 90°,  φ= 0°

       Shh = -0.161172D-02 –i 0.328068D-03


       Shv = -0.103081D-02 +i 0.951246D-03


       Svh = -0.135636D-02 +i 0.128022D-03


       Svv = 0.104881D-02 –i 0.876952D-03
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(a) Point matching


Original path

θ0= 90°, φ0= 180° : θ= 60°,  φ= 120°

         Shh = -0.162429D-02 –i 0.470192D-03


         Shv = 0.125255D-02 +i 0.291807D-04


         Svh = 0.104285D-02 –i 0.799677D-03


         Svv = 0.964337D-03 –i 0.871385D-03

Reversed path


θ0= 120°, φ0= 180° : θ= 90°,  φ= 240°

         Shh = -0.162429D-02 –i 0.470192D-03

         Shv = -0.104285D-02 +i 0.799677D-03


         Svh = -0.125255D-02 –i 0.291808D-04


         Svv = 0.964337D-03 –i 0.871384D-03


(b) T-matrix


Original path


θ0= 90°, φ0= 180° : θ= 60°,  φ= 120°

         Shh = -0.162429D-02 –i 0.470192D-03


         Shv = 0.125255D-02 + i 0.291805D-04


         Svh = 0.104285D-02 –i 0.799677D-03


         Svv = 0.964337D-03 –i 0.871385D-03

Reversed path


θ0= 120°, φ0= 300° : θ= 90°,  φ= 0°

         Shh = -0.162429D-02 –i 0.470191D-03


         Shv= -0.104285D-02 +i 0.799677D-03


         Svh = -0.125255D-02 –i 0.291805D-04


         Svv = 0.964337D-03 –i 0.871384D-03
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Point matching plus　　　T-matrix method


least squares　　　　　　　　


Shh        　      S22*

Shv               -S21*

Svh               -S12*


Svv               S11*
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